Dodatek B Zbiory i nie tylko

B.4 Grafy

W tym dodatku przedstawimy dwa rodzaje graféw: skierowane (zorientowane) i nieskierowane
(niezorientowane). Pewne definicje, z ktorymi spotykamy si¢ w literaturze matematycznej,
moga si¢ rézni¢ od podanych tutaj, lecz w wigkszosci przypadkéw réznice te sa niewielkie.
W podrozdziale 20.1 pokazujemy, jak mozna reprezentowaé grafy w pamigci komputera.

Graf skierowany (1ub digraf’) (ang. directed graph) G jest opisany jako para (V, E), gdzie
V' jest zbiorem skorficzonym, a E jest relacja dwuargumentowa w V. Zbiér V' jest nazywany
zbiorem wierzchotkow G, a jego elementy sa nazywane wierzchotkami. Zbior E jest nazywany
zbiorem krawedzi G, a jego elementy nazywamy krawedziami. Na rysunku B.2(a) jest pokazany
graf skierowany o zbiorze wierzchotkéw {1, 2,3, 4,5, 6}. Wierzchotki sa przedstawione jako
kotka, a krawedzie jako strzatki. Zauwazmy, ze mozliwe jest istnienie petli od danego wierzchotka
do niego samego.

W grafie nieskierowanym G = (V, E) zbidr krawedzi E to zbidr nieuporzadkowanych
par wierzchotkéw. Oznacza to, ze krawedz jest zbiorem {u, v}, gdzie u,v € V iu # v. Do
oznaczenia krawedzi bedziemy uzywaé notacji (1, v) zamiast zapisu {u, v} przeznaczonego
dla zbioréw; zapisy (u, v) i (v, u) oznaczaja tg¢ sama krawegdz. W grafie nieskierowanym nie
moga wystgpowac petle, wigc kazda krawedZ zawiera doktadnie dwa rézne wierzchotki. Na
rysunku B.2(b) jest pokazany graf nieskierowany o zbiorze wierzchotkéw {1,2,3,4,5, 6}.

Wiele definicji dotyczacych graféw skierowanych i nieskierowanych jest takich samych,
chociaz niektére terminy maja nieco inne znaczenie w tych dwéch kontekstach. Jesli (u, v) jest
krawedzia grafu skierowanego G = (V, E), to méwimy, ze krawedZ (u, v) jest wychodzqca
z wierzchotka u 1 jest wehodzqca do wierzchotka v. Na przyklad krawedzie wychodzace z wierz-
chotka 2 na rys. B.2(a) to (2,2), (2,4) i (2, 5). Krawedzie wchodzace do wierzchotka 2 to (1, 2)
i(2,2).Jesli (u, v) jest krawedzia grafu nieskierowanego G = (V, E), to méwimy, ze (u, v) jest
incydentna z wierzchotkami u i v. Na rysunku B.2(b) krawgdzie incydentne z wierzchotkiem 2
to (1,2)1(2,5).
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Rysunek B.2 Grafy skierowane i nieskierowane. (a) Graf skierowany G = (V, E), gdzie V = {1,2,3,4,5,6}
iE=1{(1,2),(2,2),2,4),(2,5),4,1),(4,5),(5,4), (6,3)}. Krawedz (2, 2) jest petla. (b) Graf nieskierowany G =
(V,E), gdzie V = {1,2,3,4,5,6} i E = {(1,2),(1,5),(2,5),(3,6)}. Wierzchotek 4 jest izolowany. (c) Podgraf
grafu z czgsci (a) indukowany przez zbiér wierzchotkéw {1, 2, 3, 6}
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Jesli (u, v) jest krawedzia grafu G = (V, E), to méwimy, ze wierzchotek v jest sqsiedni
wzgledem wierzcholka u. Kiedy graf jest nieskierowany, relacja sasiedztwa jest symetryczna.
Kiedy graf jest skierowany, relacja sasiedztwa nie musi by¢ symetryczna. Jesli w grafie skie-
rowanym v jest wierzcholkiem sasiednim wzgledem u, to czasem zapisujemy to jako u — v.
Na rysunku B.2(a) i (b) wierzcholek 2 jest sasiedni wzglegdem wierzchotka 1, poniewaz kra-
wedz (1,2) nalezy do obu graféw. Wierzchotek 1 nie jest sasiedni wzglgdem wierzchotka 2 na
rys. B.2(a), poniewaz krawgdzZ (2, 1) nie nalezy do grafu.

Stopniem wierzchotka w grafie nieskierowanym jest liczba incydentnych z nim krawedzi.
Na przyktad wierzchotek 2 na rys. B.2(b) ma stopien 2. Wierzchotek, ktérego stopien wynosi 0,
taki jak wierzchotek 4 na rys. B2(b), jest nazywany izolowanym. W grafie skierowanym stopieri
wyjsciowy wierzchotka jest liczba krawedzi wychodzacych z niego, a stopieri wejsciowy wierz-
chotka jest liczbg krawedzi do niego wchodzacych. Stopniem wierzchotka w grafie skierowanym
jest liczba bedaca suma jego stopni: wejsciowego i wyjsSciowego. Wierzchotek 2 na rys. B.2(a)
ma stopien wejsciowy 2, stopienn wyjsciowy 3 i stopien 5.

Sciezka (droga) dlugosci k z wierzchotka u do wierzchotka u’ w grafie G = (V, E) jest
ciagiem wierzchotkow (vg, vy, v, ..., V) takich, ze u = vg, ' = v i (v;_1,v;) € E
dlai = 1,2,...,k. Dlugos$¢ Sciezki jest liczba jej krawedzi, ktéra jest o 1 mniejsza niz
liczba wierzchotkéw na $ciezce. Sciezka zawiera wierzchotki vg, vy, ..., v i krawedzie
(vo, V1), (V1,V2), ..., (Vk—1, Vk). (Zawsze istnieje Sciezka o dtugosci O z u do u). Jesli istnieje
Sciezka p z u do u’, to mowimy, ze u’ jest osiqgalny z u po Sciezce p, co zapisujemy: u Lo
Sciezke nazywamy prostq*, jesli wszystkie jej wierzchotki sa rézne. Na rysunku B.2(a) Sciezka
(1,2,5, 4) jest ciezka prosta o dtugosci 3. Sciezka (2, 5, 4, 5) nie jest $ciezka prosta. Podsciez-
ka Sciezki p = (v, v1, ..., Vx) jest ciagiem jej kolejnych wierzchotkéw. To znaczy, ze dla
dowolnych 0 <i < j < k podciag wierzchotkéw (v;, v;41, ..., v;) jest podSciezka Sciezki p.

W grafie skierowanym Sciezka (vg, vy, . .., Ux) tworzy cykl, jesli vy = vy, a Sciezka zawiera
co najmniej jedng krawedzZ. Cykl nazywamy prostym, jesli dodatkowo wierzchotki vy, vy, ..., vk
sa rozne. Cykl sktadajacy si¢ z k wierzchotkéw ma dtugos¢ k. Petla jest cyklem o dtugosci 1.
Dwie Sciezki (v, V1, Va, ..., Vk—1, Vo) 1 {vg, V], V5, ..., Vp_,, Vg) tworza ten sam cyKkl, jesli
istnieje liczba catkowita j taka, ze v; = V(4 )ymoak dlai = 0,1,...,k — 1. Narysunku B.2(a)
Sciezka (1,2, 4, 1) tworzy ten sam cykl co Sciezki (2,4, 1,2) i (4, 1,2, 4). Jest to cykl prosty,
natomiast cykl (1,2, 4,5, 4, 1) nie jest prosty. Cykl (2, 2) ztozony z krawedzi (2, 2) jest petla.
Graf skierowany niezawierajacy petli nazywamy prostym. W grafie nieskierowanym Sciezka
(vo, V1, ..., V) tworzy cykl, jesli k > 0, vy = v i wszystkie krawedzie na Sciezce sg rézne.
Cykl jest prosty, jesli wierzcholki vy, v,, ..., Vg sa rozne. Na przyklad na rys. B.2(b) Sciezka
(1,2, 5, 1) tworzy cykl prosty. Graf niezawierajacy cykli prostych nazywamy acyklicznym.

Graf nieskierowany jest spajny (ang. connected), jesli kazdy wierzchotek jest osiagalny
ze wszystkich innych wierzchotkow. Spadjne sktadowe (ang. connected components) grafu nie-
skierowanego to klasy abstrakcji okreslonej w zbiorze wierzchotkow relacji ,,jest osiagalny z”.
Graf na rys. B.2(b) ma trzy spdjne sktadowe: {1, 2, 5}, {3, 6} i {4}. Kazdy wierzchotek ze zbioru

4 Niekt6rzy autorzy o Sciezce méwia ,,marszruta”, a stowo ,,Sciezka” rezerwuja dla Sciezki prostej. W tej ksiazce
terminéw ,,Sciezka” i ,,Sciezka prosta” uzywamy zgodnie z podanymi tu definicjami.
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Rysunek B.3 (a) Para izomorficznych graféw. Wierzchotki gérnego grafu mozna odwzorowaé na wierzchotki
dolnego grafu za pomoca funkcji f(1) = u, f(2) = v, f(3) = w, f(4) = x, f(5) = y, f(6) = z. (b) Dwa
nieizomorficzne grafy: gérny graf ma wierzchotek stopnia 4, natomiast dolny takiego nie ma

{1, 2,5} jest osiagalny z kazdego innego wierzchotka w tym zbiorze. Graf nieskierowany jest
spojny, jesli ma doktadnie jedna spdjna sktadowa. Krawedzie spdjnej sktadowej to te, ktore
sa incydentne tylko z wierzchotkami tej sktadowej; inaczej méwiac, krawedz (u, v) nalezy do
spojnej sktadowej tylko wtedy, gdy zaréwno u, jak i v s wierzchotkami tej sktadowe;.

Graf skierowany jest silnie spdajny (ang. strongly connected), jesli kazde dwa wierzchotki
sa osiagalne jeden z drugiego. Silnie spdjne sktadowe grafu skierowanego sa klasami abstrakcji
relacji ,,53 wzajemnie osiagalne” w zbiorze wierzchotkéw. Graf skierowany jest silnie spdjny,
jesli ma tylko jedna silnie spdjna sktadowa. Graf na rys. B.2(a) ma trzy silnie spdjne sktadowe:
{1,2,4,5},{3}1{6}. Wszystkie pary wierzchotkéw w zbiorze {1, 2, 4, 5} sa wzajemnie osiagalne.
Wierzchotki {3, 6} nie tworza silnie sp6jnej sktadowej, poniewaz wierzchotek 6 nie jest osiagalny
z wierzchotka 3.

Dwa grafy G = (V, E) i G’ = (V', E’) saizomorficzne, jesli istnieje bijekcja f: V — V'
taka, ze (4, v) € E wtedy i tylko wtedy, gdy ( f(u), f(v)) € E’. Innymi stowy, mozemy przenu-
merowaé wierzchotki G tak, aby byly wierzchotkami G’, z zachowaniem odpowiadajacych sobie
krawedzi w G i G'. Na rysunku B.3(a) wida¢ parg¢ izomorficznych graféw G i G’ ze zbiorami
wierzchotkéw, odpowiednio, V' = {1,2,3,4,5,6}i V' = {u,v,w, x, y, z}. Odwzorowanie
zV w V' dane przez f(1) = u, f2) = v, f3) = w, f(4) = x, f(5) = y, f(6) = z jest
wymagana bijekcja. Grafy na rys. B.3(b) nie sa izomorficzne. Mimo ze obydwa grafy maja po 5
wierzchotkéw i po 7 krawedzi, tylko gérny graf ma wierzchotek stopnia 4.

Moéwimy, ze graf G’ = (V', E’) jest podgrafem grafu G = (V, E),jesli V' C Vi E' C E.
Dla danego zbioru V' € V podgrafem G indukowanym przez V'’ jest graf G’ = (V’, E’), gdzie

E' ={(u,v)e E:u,veV'}.

Podgraf indukowany przez zbiér wierzchotkéw {1, 2, 3,6} z rys. B.2(a) jest pokazany na
rys B.2(c), a jego zbidr krawedzi to {(1, 2), (2, 2), (6, 3)}.
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Dla danego grafu nieskierowanego G = (V, E) wersjq skierowanq gratu G nazywamy graf
skierowany G' = (V, E’), w ktorym (u, v) € E" wtedy i tylko wtedy, gdy (u, v) € E. Oznacza
to, ze kazda krawedz nieskierowana (u, v) grafu G zostaje w wersji skierowanej zastgpiona
przez dwie krawedzie skierowane (u,v) i (v,u). Dla grafu skierowanego G = (V, E) jego
wersjq nieskierowanq nazywamy graf nieskierowany G’ = (V, E’), w ktérym (u, v) € E’ wtedy
i tylko wtedy, gdy u # v i E zawiera co najmniej jedna z krawedzi (u, v) lub (v, u). Oznacza
to, ze wersja nieskierowana zawiera krawedzie grafu G ,,z usunigtym skierowaniem” oraz
usunigtymi petlami. (Poniewaz (u, v) i (v, u) sa w grafie nieskierowanym ta sama krawedzia,
wersja nieskierowana grafu skierowanego zawiera ja tylko raz, nawet jesli graf skierowany
zawiera obie krawedzie (1, v) i (v, u)). W grafie skierowanym G = (V, E) sqsiadem wierzchotka
u jest dowolny wierzchotek sasiedni wzglgdem u w nieskierowanej wersji G. To znaczy, ze v
jest sasiadem u, jesli (u,v) € E lub (v,u) € E. W grafie nieskierowanym wierzchotki u i v sg
sasiadami, jesli sa sasiednie.

Niektére rodzaje graféw maja nadane specjalne nazwy. Graf petny (ang. complete graph)
jest to graf nieskierowany, w ktérym kazda para wierzchotkow to wierzchotki sasiednie. Graf
dwudzielny (ang. bipartite graph) jest to graf nieskierowany G = (V, E), w ktérym zbi6r
V mozna podzieli¢ na dwa zbiory V; i V, takie, ze jeSli (u,v) € E,tou € Viiv € 1,
lubu € V,iv € V. Oznacza to, ze kazda krawedZ ma konice w dwdéch réznych zbiorach
V11 V,. Acykliczny graf nieskierowany nazywa si¢ lasem, a spdjny, acykliczny graf nieskie-
rowany nazywa si¢ (wolnym) drzewem (patrz podrozdz. B.5). Acykliczny graf skierowany
okres§lamy czasami w skrocie jako dag — od pierwszych liter nazwy angielskiej directed acyclic
graph.

Istnieja dwie struktury podobne do graféw, z ktérymi mozemy si¢ czasem spotkaé. Multi-
graf jest podobny do grafu nieskierowanego, lecz moze mie¢ zarowno wielokrotne krawgdzie
migedzy wierzchotkami (takie jak dwie rozne krawedzie (u, v) i (u, v)), jak i petle. Hipergraf
rozni si¢ od grafu nieskierowanego tym, ze kazda hiperkrawed?, zamiast taczy¢ dwa wierzchot-
ki, taczy pewien dowolny podzbiér wierzchotkéw. Wiele algorytméw zaprojektowanych dla
zwyktych graféw skierowanych i nieskierowanych mozna zaadaptowaé do tego typu struktur
grafopodobnych.

Sciagniecie (ang. contraction) grafu nieskierowanego G = (V, E) wzdluz krawedzi
e = (u,v) to graf G' = (V', E’), gdzie V' = V — {u,v} U {x}, przy czym x jest nowym
wierzchotkiem. Zbidr krawedzi E’ tworzymy z E, usuwajac krawedz (u, v) oraz dla kazdego
wierzchotka w sasiedniego wzgledem u lub v, usuwajac krawedzie (u, w) i (v, w), o ile tyl-
ko naleza do E, i dodajac nowa krawedZ (x, w). W rezultacie u i v sa ,,Sciagnigte” w jeden
wierzchotek.

Zadania

B.4-1

Uczestnicy wydzialowego przyjecia podaja sobie rgce na powitanie, przy czym kazdy z nich
zapamigtuje, ile razy podat komus rgke. Na koniec przyjecia dziekan sumuje, ile razy kazdy
z pracownikow podat komus reke. Wykaz, ze wynik jest parzysty, dowodzac lematu o podawaniu
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ragk: jesli G = (V, E) jest grafem nieskierowanym, to

Z stopien(v) = 2 |E|.

veV

B.4-2

Pokaz, ze jesli graf skierowany lub nieskierowany zawiera §ciezke migdzy dwoma wierzchotkami
u i v, to zawiera Sciezke prosta migdzy tymi wierzchotkami. Pokaz, ze jesli graf skierowany
zawiera cyKkl, to zawiera cykl prosty.

B.4-3
Pokaz, ze dowolny spéjny graf nieskierowany G = (V, E) spetnia zalezno$¢ |E| > |V| — 1.

B.4-4

Sprawdz, ze w grafie nieskierowanym relacja ,,jest osiagalny z” jest relacja rownowaznosci
w zbiorze wierzchotkow grafu. Ktdra z trzech wtasnosci relacji rtéwnowaznosci zachodzi dla tej
relacji w grafach skierowanych?

B.4-5
Co jest wersja nieskierowang grafu skierowanego z rys. B.2(a)? Co jest wersja skierowang grafu
nieskierowanego z rys. B.2(b)?

* B.4-6
Pokaz, ze hipergraf mozna reprezentowac jako graf dwudzielny, jesli przyjmiemy, ze relacja
incydencji dla hipergrafu odpowiada relacji sasiedztwa w grafie dwudzielnym. (Wskazowka:
Niech jeden zbiér wierzchotkéw w grafie dwudzielnym odpowiada wierzchotkom hipergrafu,
a drugi zbiér wierzchotkéw — hiperkrawgdziom).

B.5 Drzewa

Podobnie jak w przypadku graféw, istnieje wiele pokrewnych, ale nieco rézniacych si¢ od siebie
interpretacji pojecia drzewa. W tej czeSci ksiazki podajemy definicje i matematyczne wlasnosci
kilku typéw drzew. W podrozdziatach 10.3 i 20.1 pokazujemy, jak mozna reprezentowaé drzewa
w pamigci komputera.

B.5.1 Drzewa wolne

Zdefiniowane juz w dodatku B.4 drzewo wolne jest spojnym, acyklicznym grafem nieskiero-
wanym. Czgsto pomijamy okreslenie ,,wolne”, méwiac po prostu, ze dany graf jest drzewem.
Graf nieskierowany, ktéry jest acykliczny, ale niekoniecznie spéjny, nazywamy lasem. Wiele
z algorytméw dla drzew dziata réwniez dla lasow. Na rysunku B.4(a) wida¢ drzewo wolne, a na
rys. B.4(b) —las. Las na rys. B.4(b) nie jest drzewem, poniewaz jest niespdjny. Graf na rys. B.4(c)
nie jest ani drzewem, ani lasem, poniewaz zawiera cyKkl.
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